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Abstrakt

Gravimetric Model of the Slovak Quasigeoid 2019 (GMSQ2019) je digi-
talny model gravimetrického kvézigeoidu pre tizemie Slovenskej repub-
liky v priestorovom rozliSeni 2” na povrchu ekvipotencialneho elipsoidu
GRS80 (priblizne 20.5 miliéna bodov). GMSQ2019 pozostava z troch zlo-
ziek: (i) globalny model tiazového pola EIGEN-6C4 pokryvajici vinové
dlzky do ~9 km, (ii) regionalny model tiazového pola zalozeny na sféric-
kych radidlnych bazovych funkcidch (detail do ~900 m), a (iii) rezidudlny
model terénu aproximujici jemné varidcie tiazového pola az do rozliSenia
~60 m. Na zéklade validacie voc¢i nezavislym kontrolnym vyskam kvazi-
geoidu uréenym GNSS /nivelaciou v 8 838 bodoch je presnost GMSQ2019
odhadované na 4.3 cm z pohladu Standardnej odchylky. Zistené mini-
malne a maximalne rozdiely dosahuju hodnoty —0.9907 a —0.0667 m.
Strednd hodnota rozdielov je —0.5437 m, ¢o naznacuje nevyhnutnost
vertikalneho posunu kvézigeoidu o ttto alebo jej blizku hodnotu (s opa-
¢nym znamienkom). Cast tejto strednej hodnoty moZe pochadzat z ne-
znalosti hodnoty skutoc¢ného tiazového potencidlu v bode, na ktory je
pripojeny Baltsky systém po vyrovnani, rozdielnosti pouzitych slapo-
vych modelov, ¢i z aproximacii pouzitych vo vypocte. Osobitnou va-
lidaciou na vybranej mnozine 34 kvalitnych GNSS /nivelacnych bodov
(elipsoidicka vyska urcena z permanentnych GNSS merani) bola ziskana
stredna chyba s hodnotou 1.9 cm. Uskutoc¢nené validacie tiez naznacuju
systematické priestorovo korelované rozdiely medzi modelom GMSQ2019
a referenénymi GNSS /nivela¢nymi bodmi. Autorom nie je zname, ¢i st
tieto deformaécie zapri¢inené chybami modelu GMSQ2019 alebo syste-
matickymi chybami v Statnej nivelacnej sieti. Kvézigeoid GMSQ2019
nie je nijakym sposobom fitovany na GNSS/nivela¢né body.
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1 Uvod

Tato technicka spravu popisuje vyvoj kvazigeoidu pre tzemie Sloven-
skej republiky s nazvom Gravimetric Model of the Slovak Quasige-
oid 2019 (GMSQ2019). Po teoretickom predstaveni pouzitych konceptov
a dat v Kapitole 2 je kvazigeoid validovany voci nezavislym referenénym
hodnotam uréenym z GNSS/nivelacie (Kapitola 3). Limity kvazigeoidu
GMSQ2019 vyplyvajice z pouzitych modelovacich metéd a vstupnych
dat su diskutované v Kapitole 4. V tejto kapitole je tiez uvedenych nie-
kolko hlavnych vyziev, ktoré mozu byt v budicnosti klti¢ové pre zvysenie
presnosti modelov kvéazigeoidu v oblasti Slovenskej republiky. Zhrnutie

technickej spravy je poskytnuté v Kapitole 5.



2 Metodika vypoctu a vstupné data

Kvéazigeoid GMSQ2019 bol vypocitany vztahom (napr. Hoffmann-
Wellenhof and Moritz, 2005; Moritz, 1980)
T(P) + 6T (P
¢= T+ TomlD), (1)
(Q)
kde T(P) je hodnota poruchového potencidlu v bode P na povrchu

Zeme, 0Tyim (P) je atmosférickd korekcia na poruchovy potencial a v(Q)
je zlozka vektora normalneho tiazového zrychlenia v bode () na teluroide
v smere elipsoidickej normaly prechadzajicej bodom P. Pre tcely vypo-
¢tu kvazigeoidu GMSQ2019 bolo normalne pole generované ekvipoten-
cialnym elipsoidom GRS80 (Moritz, 2000). Nakolko vypocet ¢lena v(Q)
je trividlny (napr. Hoffmann-Wellenhof and Moritz, 2005), v technicke;j
sprave sa venujeme najmé vypoc¢tu poruchového potencidlu 7'(P) (Kapi-
tola 2.1). Hodnota atmosférickej korekcie 0T (P) (pozri napr. rovnicu
49-15 v Moritz, 1980) bola vypocitand numerickou integraciou atmosfé-
rickej korekcie na tiazové zrychlenie 0gaum(P). Na vypocet dgawm(P) bol
pouzity vztah (5) z ¢lanku Balmino et al. (2012).

V pripade, Ze poloha bodu () je vopred neznama, ¢o znemozinuje vy-
pocet menovatela vo vztahu (1), moéze byt vypocitana iteracne. V nultej
iteracii je vypocitana priblizna vyska kvazigeoidu vztahom

CO — T(P) + 5Tatm(P)' (2)
V(P)
Naslednym odc¢itanim hodnoty ¢ od elipsoidickej vysky bodu P je mo-

7né ziskat pribliznua elipsoidicka vy$ku bodu @)y, ¢o umoziuje vypocitat
dal$iu iteraciu vztahom
¢ T(P) 4 0Tam(P)
1 pu—
Y(Qo)
Iteracny proces teda moze byt zapisany nasledovne
_ T(P) + 6Tom(P)

Gi = : (4)

Y(Qi-1)

Po dosiahnuti vyzadovanej presnosti |(; — (;_1] < & mdzu byt iteracie

(3)

zastavené, pricom poslednd hodnota (; aproximuje hladant hodnotu ¢
zo vztahu (1).

Tato iteracnd schéma bola pouzitd na vypocet GMSQ2019, pricom
iteracny process pokracoval, pokym |¢; — ¢;_1| > 1071 m.
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2.1 Vypocet poruchového potencialu

Poruchovy potencial T'(P) bol ziskany stuc¢tom troch zloziek
T(P) = Toom(P) + Verm(P) + Vsrer(P), (5)

kde Toam(P) je hodnota poruchového potencidlu z globalneho modelu
tiazového pola (Kapitola 2.1.1), Verm(P) je gravita¢ny potencidl gene-
rovany rezidudlnymi terénnymi hmotami (Kapitola 2.1.2) a Vsppr(P)
je gravitacny potencial z rezidualneho pola modelovaného pomocou sfé-
rickych radidlnych bazovych funkcii (Kapitola 2.1.3). Takéto reziduélne
pole modeluje zostatkovy signal, ktory nebol zachyteny globalnym mo-
delom tiazového pola ani metédou RTM. Zatial ¢o prvy clen Tgam(P)
predstavuje poruchovy potencial, zvysné dva cleny, Vrrm a Vsrpr, st
hodnoty gravitacného potencialu. Takato aproximéacia nemé prakticky
ziadny vplyv na vypocet v dvojitej presnosti, nakolko prispevok nor-
maélneho gravitaéného pola generovaného ekvipotencidlnym elipsoidom
vo vinovych dlzkach krat$ich ako ~1000 m (teda na posledné dva éleny
rovnice 5) je v dvojitej presnosti prakticky nulovy.

2.1.1 Globéalny model tiaZového pola

Clen Tgam(P) v rovnici (5) je dany vztahom (napr. Hoffmann-Wellenhof
and Moritz, 2005)

GM 2 (R\"" &K o -
TGGM(P) = 7 (—> Z AVnm Ynm(gpu )‘)7 (6)

r
n=0 m=—n

kde (r, ¢, A) je trojica sférickych sturadnic vypoétového bodu P (sprievo-
di¢, sirka, dizka), GM je geocentricka gravitacnéa konstanta, R je polomer
referencénej sféry, AV, je rozdiel tiplne normovanych (47 norma) sféric-
kyrch harmonickych koeficientov gravitacného potencialu Zeme stupna n
a radu m a obdobnych koeficientov prislichajucich ekvipotencialnemu
elipsoidu GRSS80, Y,,,, st plne normované sférické harmonické funkcie
a Nmax je maximalny stupen sférického harmonického rozvoja.
Priestorové rozlisenie ¢lena Taom(P) je dané maximélnym stupriom
Nmax T0zvoja (6), priCom najmensi mozny reprezentovatelny prvok poru-
chové potencidlu Tgan(P) v podobe najkratej polovicnej vinovej dizky



je dany vztahom (napr. Barthelmes, 2013)

R
dmin - i . (7)

nmax

Clen Tgam(P) bol vypoéitany z modelu EIGEN-6C4 (Forste et al.,
2014) do stuptia 2190. Tento model je do velkej mieri zaloZeny na modeli
EGM2008 (Pavlis et al., 2012), no navyse obsahuje obzvlast GOCE data,
ktoré neboli dostupné v dobe publikovania modelu EGM2008. Z hladiska
slapovych modelov bol EIGEN-6C4 transformovany z povodného Tide

Free modelu na Zero Tide model (detaily tejto transformécie je mozné
najst v Bucha et al., 2016). Zero Tide model bol pouzity kvoli konzis-
tencii s terestrickymi gravimetrickymi datami na tzemi Slovenskej re-
publiky, z ktorych bol vypocitany ¢len Vgrpr(P) v rovnici (5) (pozri Ka-
pitolu 2.1.3). Poloha vypoc¢tovych bodov bola definovana elipsoidickym
gridom s rozliSenim 2”, pricom elipsoidickd vyska bola ziskana stc¢tom
normalnej Molodenského vysky z digitdlneho modelu terénu DMR3.5!
a kvazigeoidu z modelu EGM96 (Lemoine et al., 1998). V tejto stuvis-
losti by mohol byt pouzity aj iny kvazigeoid, napr. v stiCasnosti zavizny
model DVRM (Klobusiak et al., 2005). Je vsak vhodné spomenit, ze
model DMR3.5 je do velkej miery odvodeny zo starych vrstevnicovych
map ,nadmorskych vysok®, ktorych referencna plocha v sti¢asnosti nie
je zrejme znama s dostato¢nou presnostou. NavySe, nakolko odhadované
vyskova presnost modelu DMR3.5 je rddovo v metroch, ¢i az desiatkach
metroch, pouzitie kvazigeoidu z modelu EGM96, ktorého rozdiely voci
DVRM st odhadom miniméalne o rad mensie, preto nepovazujeme za kri-
tické. Kvazigeoid z modelu EGM96 bol pouzity obzvlast kvoli konzisten-
cii s RTM vypoctami (Kapitola 2.1.2). Povazujeme taktieZ za vhodné ex-
plicitne spomentt, Ze vo vzfahu (6) je uvazeny aj koeficient AVy, ktory
zohladnuje rozdiel v hmotnosti Zeme vyplyvajucej z modelu EIGEN-6C4
a z modelu ekvipotencialneho elipsoidu GRS80. V angli¢tine sa tento ¢len
zvykne nazyvat zero-degree term a napr. podla Smith (1998) by mal byt
uvazeny vo vypocte. Tento pristup bol aplikovany, a to aj napriek tomu,
ze podla naSich ocakévani je jeho vplyv dolezity najméi pre presny vy-
pocet celosvetového geoidu/kvazigeoidu. Ocakavame, Ze v regionalnych

'https://www.geoportal.sk/sk/udaje/udaje-zbgis/udaje-zbgis/aktualizacia-dmr-3-5.
html
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aplikicidch sa tento faktor (spolu s niektorymi dal$imi faktormi, po-
zri Kapitolu 4) prenesie do konstantného posunu kvazigeoidu vzhladom
ku GNSS/nivela¢nym bodom.

Samotny vypocet ¢lena Tgom(P) bol uskutoéneny pomocou prog-
ramu GrafLab (Bucha and Jandk, 2013), ktory je napisany v prostredi
MATLAB (https://www.mathworks.com/). Pouzity bol bodovy mdd
vypoctu (Load data), pricom Legendreove funkcie (napr. Hoffmann-
Wellenhof and Moritz, 2005) boli numericky vypoc¢itané modifikova-
nymi doprednymi stipcovymi rekurentnymi vzfahmi (Holmes and Fe-
atherstone, 2002). Program GrafLab je volne pristupny na stiahnutie
zo stranky http://edisk.cvt.stuba.sk/ “xbuchab/.

2.1.2 Rezidualny terénny model

Clen Viry(P) vo vztahu (5) aproximuje predovietkym vinové dlzky kra-
tsie ako dp, (pozri vztah 7), ktoré nie st obsiahnuté v ¢lene Toam(P).
Tato chybajicu informaciu je mozné ziskat (v aproximacii) pomocou
met6dy rezidualneho terénneho modelu (pozri napr. Forsberg and Ts-
cherning, 1981; Forsberg, 1984). T4 je zaloZend na modelovani gravi-
tacného uc¢inku rezidualnych topografickych hmét v okoli vypoctového
bodu, vyuzivajac pritom skutocnost, Ze gravitaény tc¢inok hmét v bliz-
kosti vypoc¢tového bodu je silnejsi ako Ucinok dalekych hmot. Dopodi-
tanim gravita¢ného ucinku blizkych hmét (napr. do vzdialenosti 50 km
od vypoctového bodu) je teda mozné zvysit presnost vysledného modelu
kvéazigeoidu (pozri napr. Hirt et al., 2010). Na tizemi Slovenska je mozné
ocakavat zhruba zlepSenie o 25 % (pozri napr. Bucha et al., 2016).
Rezidualne hmoty vzniknt rozdielom detailného a hladkého digital-
neho modelu terénu a uvazenim konstantnej hustoty. Prvy spominany
model je zvacsa reprezentovany vo forme gridu a druhy rozvojom do sfé-
rického harmonického stupnia nmy.x (rovnaky stupeil ako v rovnici 6).
Na modelovanie gravitacného ucinku tychto hmét bol pouzity vlastny
softvér, ktory je zaloZzeny na aproximacii hmdét pomocou mnohostenu
(Tsoulis, 2012) a tesseroidov (Grombein et al., 2013), a nasledne pocita
ich gravita¢ny uc¢inok. Nakolko pouzitie mnohostenu je zvyc¢ajne presne-
jSie, no ¢asovo narocnejsie ako pouzitie tesseroidov, mnohosten bol pou-
zity na vypocet gravitacného ucinku rezidualnych hmot do vzdialenosti
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0.08° (~9 km) a tesseroidy boli vyuzité do vzdialenosti 0.5° (~56 km)
od vypoctového bodu. Gravitaény ucinok hmot za touto vzdialenostou
bol zanedbany, nakolko uvazenie ich vplyvu vyusti do dlhsieho vypocto-
vého ¢asu, no zanedbatelného prinosu z pohladu presnosti (pozri Tabu-
ku 1 v Bucha et al. 2016). Dalsie podrobnosti o pouZitej metéde RTM
je mozné najst v Kapitolach 2.3 a 4.1 ¢lanku Bucha et al. (2016).

Na vypocet kvazigeoidu GMSQ2019 boli v metéde RTM pouzité nasle-
dovné data: (i) detailny digitdlny model terénu DMR3.5 a za hranicami
Slovenskej republiky model SRTM (Jarvis et al., 2008), v oboch pripa-
doch v priestorovom rozliseni 2”, pricom SRTM model bol kvoli charak-
teru vypoctu preinterpolovany z rozliSenia 3” na rozliSenie 27, (ii) hladky
digitalny model terénu bol reprezentovany modelom DTM2006.0 (Pavlis
et al., 2007) do stupna 2159 v priestorovom rozliseni 2”, (iii) v oboch
predoslych pripadoch boli nasledne ziskané elipsoidické vysky, a to pri-
pocitanim kvazigeoidu z modelu EGM96, (iv) konstantnd hustota to-
pografickych hmot s hodnotou 2670 kg m™3, (v) Newtonova gravitacna
konstanta 6.67259 x 107! m? s~2 kg™

Poloha v§poé&tov§ch bodov v zmysle elipsoidickej §irky a dlzky je defi-
novana rovnako, ako v Kapitole 2.1.1. Elipsoidicka vyska bodov je 0.25 m
nad terénom, ktory je reprezentovany modelom DMR3.5, resp. SRTM.
Tato vyska zabezpedi, Zze vypoctovy bod sa nikdy nebude nachadzaft
v rezidualnych hmotéach, ¢o by malo za nasledok neharmonicky poten-
cial, ktory nie je mozné pouzit na vypocet kvazigeoidu vztahom (1).
Stucasne je vSak vypoctovy bod dostatocne blizko povrchu terénu tak,
ako to vyzaduje vztah (1).

2.1.3 Sférické radialne bazové funkcie

Napriek tomu, Ze prvé dva ¢leny na pravej strane rovnice (5) st schopné
zabezpecit priestorové rozliSenie kvazigeoidu na trovni metrov, ¢i do-
konca aj vySsie, ista Cast signalu ostéava nemodelovana. Tato diskrepancia
vznika pri generovani rezidualnych topografickych hmot s konstantnou
hustotou, ktora nezohladiuje laterdlne ani radidlne sa meniacu hustotu
skuto¢nych hmot (presné hustotné modely nie st dostupné). Na zachyte-
nie tohto zvyskového signalu bol pouzity regionalny model gravitacného
pola rozvinuty do radu sférickych radidlnych bazovych funkcii (Bucha



et al., 2016).
Clen Vsgrpr(P) je dany nasledovnym rozvojom potencidlu do radu sfé-
rickych radialnych bazovych funkcii (napr. Freeden and Schneider, 1998),

I
Varpr(P) = ) a; ®(r,1;), (8)
i—1
kde SRBF
— 2n + 1 RSRBF ntl
O(r ) = < ) Pocostn)  (9)
nz:% A R%RBF r

je sféricka radidlna bazova funkcia, a; je koeficient i-tej sférickej radialnej
bazovej funkcie forméalne lokalizovanej na referencnej sfére s polomerom

Rsgrpr = 6378136.3 m — 13000 m (pod zemskym povrchom na tzemi
SRBF

max

Slovenskej republiky), I je pocet radidlnych bazovych funkcii, n je
maximalny harmonicky stupen rozvoja, P, je nenormovany Legendreov
polyném stupna n, r a r; st polohové vektory vypoctového bodu a uzlo-
vého bodu i-tej radidlnej bazovej funkcie a v; je ich vzajomna sféricka
vzdialenost.

Pre tizemie Slovenskej republiky bolo v ¢lanku Bucha et al. (2016)
vypocitanych spolu I = 77769 koeficientov a; (pozri vztah 8) s pou-
zitim maximalneho harmonického stupiia nSRBF = 21600. V skratke,
tieto koeficienty boli vypocitané z priblizne 300 000 terestrickych gravi-
metrickych merani, ktoré, na rozdiel od RTM metddy, reflektujua realne
hustotné nehomogenity, a tak mozu byt pouzité na dalSie zvySenie pres-
nosti a kompletnosti vysledného kvazigeoidu. Koeficienty a; boli vypo-
¢itané metodou najmensich Stvorcov, a tak ide vobec o prvy kvazigeoid
na Uzemi Slovenskej republiky, v ktorom bola terestricka gravimetricka
databaza pouzita ako vstup do metddy najmensich Stvorcov. Detailny
popis modelu zalozeného na sférickych radidlnych bazovych funkciach,
jeho prednosti a slabosti je mozné néjst v ¢lanku Bucha et al. (2016).

Poloha vypoc¢tovych bodov je definovand rovnako, ako v Kapi-
tole 2.1.1. Kvoli znizeniu vypoctovej narocnosti rovnice (8) bol vsak
¢len Vsrpr(P) vypocitany v gride s rozlisSenim 4”. Vysledny grid s roz-
liSenim 2”7, ktory je potrebny pre finalny model kvazigeoidu, bol zis-
kany naslednou bikubickou interpolaciou. Vzhladom na to, Ze priesto-
rové rozliSenie prislichajice maximélnemu stupiiu 21600 v rovnici (9)

10



je 307, rozlisenie 4” zabezpecuje 7.5 nasobné prevzorkovanie signalu,
vdaka ¢omu je mozné interpolacné chyby spolahlivo zanedbat. Vypo-
¢et Clena Vsrpr(P) bol realizovany v prostredi MATLAB s pouzitim

SRBF _package (Bucha et al., 2016), ktory je volne pristupny na stranke
http://edisk.cvt.stuba.sk/ xbuchab/.
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3 Kvazigeoid GMSQ2019 a jeho validacia

Grafické znazornenie vysok kvazigeoidu GMSQ2019 nad ekvipotencial-
nym elipsoidom GRS80 je uvedené na Obr. 1. Aby bolo mozné v praktic-
kych aplikdcidch interpolovat z modelu GMSQ2019 aj v pohrani¢nych
oblastiach, kvazigeoid bol vypocitany az do vzdialenosti 1’ (~1.9 km)
od hranic Slovenskej republiky. Celkovy pocet bodov kvazigeoidu je
20 455 347.

Kvazigeoid GMSQ2019 bol testovany na mnozine 8 916 nezavislych
GNSS /nivelacnych bodov poskytnutych Geodetickym a kartografickym
ustavom Bratislava. Pocas prvej validacie bolo v tejto referen¢nej mno-
zine identifikovanych niekolko vzoriek zatazenych hrubymi chybami. Vy-
ska kvazigeoidu v tychto bodoch dosahovala minimalnu a maximalnu
hodnotu priblizne —177 m a 272 m, ¢o vzhladom na zndmy rozsah vySok
kvazigeoidu na tizemi Slovenska (zhruba 35 az 45 m) mozno povazovat
za odlahlé merania. Nakolko presnost poskytnutych referenénych bodov
nie je autorom zndma, na odstranenie odlahlych merani z referenc¢nej
vzorky bolo zvolené v zasade arbitrarne kritérium +0.5 m, teda centro-
vané rozdiely (t.j. po odstraneni strednej hodnoty rozdielov) medzi mo-
delom GMSQ2019 a referenénymi GNSS /nivela¢nymi bodmi nepatriace
do tohto intervalu boli zo vzorky referen¢nych bodov vylucené. Domnie-

49°30'

49°00'

48730

48°00'

17° 18° 19° 20° 21° 22°
37 38 39 40 41 42 43

Obr. 1: Kvézigeoid GMSQ2019 (m). Obrézok je vo vysokom rozliSeni. Jeho zvéi¢Senim je moZné po-
zorovat jemné varidcie priebehu kvazigeoidu.
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vame sa, ze toto kritérium je dostatocne volné na to, aby boli zachované
vSetky referenéné body s prijatelnou presnostou, no zaroven spolahlivo
vylaéi odlahlé referencéné hodnoty. Do validéacie teda vstupovalo spolu
8 838 referenénych GNSS /nivela¢nych bodov spliajtcich zvolené krité-
rium (78 bodov vylacenych). Tato mnozinu bodov budeme oznacovat
pismenom A. Napriek tomu, zZe uvedeny interval akceptovanych hodnét
je dostatocCne §iroky, povazujeme za potrebné eSte raz zdoraznit arbit-
rarnost jeho zvolenia, nakolko nevyhnutne ovplyviiuje aj nizSie uvedent
validaciu kvazigeoidu GMSQ2019.

Z mnoziny bodov A boli nasledne vytvorené Styri podmnoziny refere-
nénych bodov, B az E. Mnozinu B tvori 34 referen¢nych bodov, v ktorych
oCakavame najvyssiu presnost kvazigeoidu. V datovom stubore poskyt-
nutom Geodetickym a kartografickym ustavom Bratislava maji body
mnoziny B pre atribut KOD_ETRS vztahujuci sa k elipsoidickym vyskam
hodnotu PERM (permanentné merania, ETRF 2000). Elipsoidicka vyska
bodov mnoziny B je teda urcend z permanentnych merani, a tak oca-
kavame, Ze jej presnost je vySSia ako v ostatnych bodoch mnoZiny A.
Mnozinu C tvori spolu 46 bodov s atribitom EPOCH (epochové merania,
ETRF 2000), ktorych o¢akavana presnost je nizsia ako v mnozine B.
Mnozinu D tvori 1088 bodov s atribitom S0-2 az S0-6 a S1. Mnozina E
pozostava zo 7669 bodov s atribitom DO, DO1 a D1 az D3. Ocakavame,
ze takéto od¢lenenie mnozin B az E od mnoziny A moze poskytnat do-
dato¢ny pohlad na kvalitu modelu GMSQ2019.

Pre cely tohto testovania bol kvéazigeoid GMSQ2019 interpolovany
z bodov gridu do polohy GNSS/nivela¢nych bodov mnozin A az E po-
mocou bilinearnej metody v programe MATLAB R2019b. Tato metdda
bola zvolen4 zadmerne, nakolko ju povazujeme za konceptualne najjedno-
duchsiu a vypoctovo najmenej narocni. Touto volbou je teda demonstro-
vané presnost, ktori mozno dosiahnut za lahko splnitelnych podmienok.
Pre tplnost dodévame, Ze pouzitie komplexnejSej bikubickej interpola-
¢nej metody ovplyvnuje vysledky validacie, ktoré budu uvedené v Tabu-
Ike 1, radovo v stotindch milimetra, ¢o vzhladom na o¢akavanu priblizne
centrimetrovu presnost kvézigeoidu povazujeme za zanedbatelné.

Statistika rozdielov v Tabulke 1 ukazuje, Ze najnizsia stredni
chyba 1.9 cm bola dosiahnutd na mnozine najpresnejsich referen¢nych

13



Tabulka 1: Rozdiely vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a GNSS /nivelaénymi bodmi bez
odstranenia strednej hodnoty rozdielov. STD predstavuje Standardnt odchylku. Grafické znézornenie
rozdielov je uvedené na Obr. 2 az 6. Histogramy st zobrazené na Obr. 7 az 11. VSetky hodnoty
v tabulke sii uvedené v metroch.

Mnozina Pocet min max mean STD

bodov  bodov

A 8 838 —0.9907 —0.0667 —0.5437 0.0431
34 —0.5860 —0.5119 —0.5461 0.0186
46 —0.5925 —0.4881 —0.5410 0.0251

1088 —0.6627 —0.4561 —0.5391 0.0211

7669 —0.9907 —0.0921 —-0.5444 0.0452

H O QW

bodov B. Naopak, najvyssia strednd chyba 4.5 cm je pozorovana
pre mnozinu E. Grafické znézornenie ziskanych rozdielov je uvedené
na Obr. 2 az 6.

Z rozdielov v Tabulke 1 je dalej zretelny konstantny posun kvazige-
oidu GMSQ2019 vo¢i kvazigeoidu z GNSS /nivela¢nych bodov dosahujtci
hodnotu —0.5437 m (ziskany na zdklade najvi¢sej mnoZiny bodov A).
Predpokladdme, Ze tento vyrazny konstantny posun moze byt sposobeny
niektorym z nasledovnych faktorov, ich kombinaciou, ¢i inymi nezna-
mymi vplyvmi.

e Autorom nie je znama hodnota tiazového potencialu bodu, na ktory
je pripojena Statna nivelacna sief v Baltskom systéme po vyrov-
nani, a teda je mozné, ze kvazigeoid GMSQ2019 sa vztahuje k inej
referenc¢nej hodnote tiazového potencialu ako Baltsky systém po vy-
rovnani. Referen¢na hodnota tiazového potencialu, ku ktorému je
vztiahnuty model GMSQ2019 sa nepriamo nachadza v rovnici (5)
v ¢lenoch T'(P) a v(Q). V nich totiz vystupuje norméalne tiazového
pole generované ekvipotencidlnym elipsoidom GRS80, ktoré vsak
bolo pri jeho definicii volené tak, aby optimalne vystihovalo celo-
svetovy priebeh geoidu, resp. tiaZového pola Zeme. Nésledkom tejto
skuto¢nosti moéze vznikat prinajmensom ¢iastocny vertikalny posun

kvazigeoidu z GMSQ2019.

o Kviazigeoid GMSQ2019 je poskytnuty v Zero Tide slapovom modeli,
resp. domnievame sa, ze sa najviac priblizuje prave tomuto modelu,
a to z dovodu pouzitia Zero Tide modelu v EIGEN-6C4 a v terestric-
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kych gravimetrickych meraniach. Kvazigeoid z GNSS /nivela¢nych
bodov je, ako ocakavame, vyjadreny v Mean Tide slapovom modeli,
¢o moze sposobovat mensiu ¢ast uvedeného konstantného rozdielu.
Rozdiel medzi tymito slapovymi modelmi je prevazne v smere elip-
soidickej sirky a pre tzemie Slovenskej republiky dosahuje v abso-
latnom zmysle hodnotu zhruba 7 cm (Mikinen, 2008).

e Neznalost terestrickych gravimetrickych merani za hranicami Slo-
venskej republiky sposobuje nejednoznac¢nost v rieSeni danej tlohy
(pozri napr. Klees et al., 2008), nasledkom ¢oho mdéze vznikat sys-
tematicky posun.

e Nemozno tiez vylucit, Ze prinajmenSom cast pozorovaného ko-
nsStantného rozdielu je spdsobena systematickym posunom kvéazi-
geoidu z GNSS /nivela¢nych bodov. Overenie tejto hypotézy ¢ do-
konca spolahliva kvantifikdcia sa vSak nejavia byt v stcasnosti mo-

7né.

Pred pouzitim modelu GMSQ2019 musi teda najprv dojst k jeho ver-
tikdlnemu posunu o konstantnt hodnotu priblizne +0.5437 m (fitova-
nie o konstantnt hodnotu). Z grafického znazornenia na Obr. 2 (mno-
zina A) sa vSak vizuédlne ukazuje aj systematicky priestorovo korelovany
charakter rozdielov. Autorom nie je zname, ¢i ide o systematické de-
forméacie kvazigeoidu GMSQ2019 alebo referenénych GNSS /nivela¢nych
bodov. Fitovanie kvazigeoidu GMSQ2019 polynémom vyssieho stupna
teda moze zvysit presnost transformaécie elipsoidickych vySok uréenych
GNSS technolégiou na normélne vysky podla Molodenského realizované
Statnou nivelacnou siefou. Na zaver uvadzame na Obr. 7 az 11 histo-
gramy rozdielov ziskanych pre mnoziny bodov A az E.
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Obr. 2: Rozdiely (m) vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodnotami
z GNSS /niveldcie (mnozina A, 8 838 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1. Rozdiely st
zobrazené po odstraneni ich strednej hodnoty.
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Obr. 3: Rozdiely (m) vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodnotami
z GNSS /nivel4cie (mnozina B, 34 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1. Rozdiely st
zobrazené po odstraneni ich strednej hodnoty.
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Obr. 4: Rozdiely (m) vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodnotami
z GNSS /nivelacie (mnozina C, 46 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1. Rozdiely su
zobrazené po odstraneni ich strednej hodnoty.
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Obr. 5: Rozdiely (m) vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodnotami
z GNSS /nivel4cie (mnozina D, 1 088 bodov). Statistika rozdielov je uveden v Tabulke 1. Rozdiely st
zobrazené po odstraneni ich strednej hodnoty.
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Obr. 6: Rozdiely (m) vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodnotami
z GNSS /nivelacie (mnozina E, 7 669 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1. Rozdiely st
zobrazené po odstraneni ich strednej hodnoty.
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Obr. 7: Pocetnost rozdielov vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hod-
notami z GNSS /nivelacie (mnozina A, 8 838 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1.
Zo zobrazenych rozdielov nebola odstranena stredna hodnota.
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Obr. 8: Pocetnost rozdielov vo vyske kvézigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodno-
tami z GNSS /nivelacie (mnozina B, 34 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1. Zo zobra-
zenych rozdielov nebola odstranené stredna hodnota.
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Obr. 9: Pocetnost rozdielov vo vyske kvazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hodno-
tami z GNSS /nivel4cie (mnozina C, 46 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1. Zo zobra-
zenych rozdielov nebola odstranena stredna hodnota.

140 T T T T

120
100
80 -
60

Pocetnost

40
20

0 = .
-0.7 -0.65 -0.6 -0.55 -0.5 -0.45
Rozdiely (m)

Obr. 10: Pocetnost rozdielov vo vyske kvéazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hod-
notami z GNSS/niveldcie (mnoZina D, 1088 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1.
Zo zobrazenych rozdielov nebola odstranena stredna hodnota.
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Obr. 11: Pocetnost rozdielov vo vyske kvéazigeoidu medzi modelom GMSQ2019 a referenénymi hod-
notami z GNSS/niveldcie (mnozina E, 7669 bodov). Statistika rozdielov je uvedena v Tabulke 1.
Zo zobrazenych rozdielov nebola odstranena stredna hodnota.
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4 Limity kvazigeoidu GMSQ2019 a vyzvy do bu-
dacnosti

Medzi hlavné limity a nedostatky kvazigeoidu GMSQ2019, vyplyvajtice
¢ uz z pouzitych metéd alebo dét, zaradujeme nasledovné body.

e Kuvalita DMR3.5 Jeden z kIt¢ovych prvkov kvazigeoidu GMSQ2019
je ¢len Ve (P), teda gravitacny ucinok rezidualnych hmot terénu.
Kvalitu pouzitého modelu DMR3.5 na reprezentaciu terénu pova-
zujeme v stcCasnosti za nedostatocni a za jeden z faktorov, ktoré
znizuju presnost vysledného kvazigeoidu. Pri detailnejSom pohlade
na Obr. 1 je moZné pozorovat v niektorych oblastiach napriklad
neprirodzené mierne deformacie kvazigeoidu v smere elipsoidickej
dlzky (napr. v okoli Martina, RuZomberka a pod.). Zobrazenie
¢lenov Toam, VRrm @ Vsrpr ukézalo, ze tieto chyby pochadzaja
z ¢lena Vrry, teda ich povodcom je digitalny model terénu DMRS3.5.
V sucasnosti vsak stale neexistuje presnejsi celoslovensky digitalny
model terénu, ktory by mohol nahradit DMR3.5.

e Kuwalita terestrickych gravimetrickych databaz V nedéavnej dobe bola
vyvinuta enormné snaha o zlepsenie kvality terestrickej gravimet-
rickej databazy (Pasteka et al., 2014; Zahorec et al., 2017) pou-
zitej na vypocet koeficientov a; v ¢lene Tsgrpr(P) (vztah 8), a to
najmi homogenizaciou databazy, identifikdciou moznych odlahlych
merani, odstranenim systematickych chyb a pod. Napriek tomu,
mnohé z bodov databazy boli odmerané pred desiatkami rokov za-
staralymi pristrojmi a postupmi, a tak nemozu z hladiska presnosti
sutazit so sucasnymi dosiahnutelnymi presnostami. Istou kompen-
zaciou za nizsiu kvalitu dat je vSak ich vysoka kvantita.

e Slapovy model Zero Tide Kvazigeoid GMSQ2019 je vypocitany
v slapovom modeli Zero Tide. Statna nivelacna sief je vsak ve-
denad v Mean Tide modeli. Pre pouzitie kvazigeoidu GMSQ2019
v stvislosti so Statnou nivela¢nou sietou je preto potrebné bud vy-
konat transformaciu zo Zero Tide do Mean Tide modelu, alebo jed-
noducho vertikalne posunit kvazigeoid o strednii hodnotu pribli-
7ne +0.5437 m a zanedbat Sirkovy trend, ¢im sa ziska kvazigeoid
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pouzitelny v praktickych aplikacidch.

Metoda RTM Od c¢asu publikovania ¢lanku Bucha et al. (2016),
na ktorom je zaloZeny kvazigeoid GMSQ2019, doslo k niekolkym
zlepSeniam v metéde RTM (napr. Rexer et al., 2018; Hirt et al.,
2019a; Bucha et al., 2019). Oc¢akavame, ze aplikicia tjchto vylepse-
nych RTM metéd by mohla spresnit ¢len Viry (P). Clen Vsrpr(P) je
vSak zavisly od ¢lena Vi (P) a je schopny (prinajmensom ciasto-
¢ne) eliminovat nedostatky pouzitej RTM metddy. Tento pozitivny
efekt je spdsobeny pouzitou technikou remove—compute—restore (po-
zri napr. Hoffmann-Wellenhof and Moritz, 2005), na ktoru sa zdaju
byt chyby RTM metédy nachylné len minimalne (Bucha et al.,
2019). Je potrebné mat tiez na pamiiti, ze ¢len Viyrm(P) je zalozeny
na uvazeni konstantnej hustoty topografickych hmot. Nezohladiiuje
teda hustotné nehomogenity pod zemskym povrchom, a teda kvéa-
zigeoid GMSQ2019 vo vlnovych dlzkach kratsich ako 30” (~900 m)
nemdze byt nijakym spésobom geofyzikalne interpretovany.

Rozlisenie Napriek tomu, ze priestorové rozlisenie kvazigeoidu
GMSQ2019 st 27, ¢ize priblizne desatnisobne vysSie rozliSenie ako
v predoslych modeloch, v praktickych aplikaciach je potrebné in-
terpolovat kvazigeoid do prislusného vypoctového bodu, ¢o nevy-
hnutne so sebou prinasa interpola¢né chyby. Vzhladom na pokrok
v oblasti vypoctovej techniky a samotnych modelovacich metdd
preto ocakavame, Ze toto rozliSenie sa stane v dohladnej dobe priniz-
kym. Pre porovnanie, v sti¢casnosti existuji napr. takmer globalne
mapy topografickych redukcii a RT'M tiazového zrychlenia v pries-
torovom rozliSeni 3” (Hirt et al., 2019b).

Vysokohorske oblasti Vo vysokohorskych oblastiach sa kratkovinna
zlozka kvazigeoidu GMSQ2019 spolieha predovsetkym na metodu
RTM, nakolko terestrické gravimetrické merania st v tychto lokali-
tach zvicsa riedke. Nizka kvalita DMR3.5 modelu (jeden zo vstupov
do RTM metédy) a komplexnost modelovacich technik v hornatych
castiach krajiny maju teda za nasledok predpokladant znizenta kva-
litu modelu v lokalitdch s komplikovanym priebehom topografie,
napr. vo Vysokych ¢i Nizkych Tatrach.
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e Pohranicné oblasti V pohrani¢nych oblastiach oc¢akavame znizenu
kvalitu modelu GMSQ2019, nakolko presnost pouzitej databazy te-
restrickych gravimetrickych merani za hranicami Slovenskej repub-
liky je nizka, zhruba 2 mGal (pozri databazu GD3 vo Fig. 3 ¢lanku
Bucha et al., 2016). Dalsim dovodom je metéda RTM, v ktorej bol
za hranicami Slovenskej republiky pouzity digitalny model terénu
SRTM, zatial ¢o v jej vnutri bol pouzity model DMR3.5. V repre-
zentacii terénu v pohrani¢nych oblastiach preto ocakavame nahle
skoky, ktoré sa prenest do ¢lena Vyrm(P).

Nakolko kvalita existujucej databéazy terestrickych gravimetrickych
merani uz moze byt len nepatrne zlepSend a nové merania s ¢asovo a fi-
nancne naroc¢né, v ramci realistickych vyziev do blizkej buducnosti oca-
kavame zlepsenie modelu kvazigeoidu v pripade pouzitia kvalitného digi-
talneho modelu terénu. Ten by ovplyvnil jednak vypocet clena Vira(P)
z metédy RTM, obzvlast vo vysokohorskych oblastiach, ale tiez by spres-
nil polohu bodov P na zemskom povrchu, v ktorych sa pocita kvazigeoid
(pozri rovnicu 1). Dalia vyzva, skor vypoc¢tového charakteru, je spojena
s pripadnym zvySenim priestorového rozlisenia zo stucasnych 60 m na,
povedzme, 10 m. S prichodom nového globalneho modelu gravitacného
pola EGM2020 v roku 2020 (Barnes et al., 2016) sa tiez javi vhodné
pouzit tento model na vypocet ¢lena Tgaom(P). Zésadnt zmenu v kva-
lite kvazigeoidu vsak neocakavame, nakolko kvalita EGM2020 v oblasti
Slovenskej republiky bude zrejme porovnatelna s modelom EIGEN-6C4
a priestorové rozlisenie modelu EGM2020 zostane s najvacsou pravde-
podobnostou rovnaké ako v modeli EIGEN-6C4 (pozri Barnes et al.,
2016). V kazdom pripade, ak d6jde k zmene digitalnych modelov terénu,
¢ globalnych modelov gravita¢ného pola, tato zmena prinesie so sebou
potrebu prepocitat aj koeficienty a; zo vztahu (8), ¢o je nasobne zlozi-
tejsi tikon ako vypocet napr. ¢lena Toam(P) a pod. (pozri napr. Bucha
et al., 2016).
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5 Zaver

GMSQ2019 je model kvazigeoidu pre tizemie Slovenskej republiky s pres-
nostou priblizne 4.3 cm z pohladu Standardnej odchylky. Tato hodnota
bola zistend validaciou na 8 838 GNSS /nivelacnych bodoch poskytnu-
tych Geodetickym a kartografickym tstavom Bratislava. Nakolko v tejto
mnozine sa nachadzaju referenéné body vysokej, ale i nizkej presnosti,
bolo z nej dokladne vybratych 34 bodov, na ktorych je elipsoidicka vy-
Ska urcend permanentnym GNSS meranim, teda s lepSou presnostou ako
v ostatnych bodoch. Validaciou na zaklade tejto mensej, no presnejsej
mnoziny bodov bola zistena standardna odchylka rozdielov v hodnote
1.9 cm.

Kvazigeoid GMSQ2019 nie je nijakym sposobom fitovany
na GNSS/nivelatné body, preto pre jeho spréavnu aplikiciu je po-
trebné odc¢itat od neho prinajmensom strednt hodnotu —0.5437 m
(ziskand z validacie), prip. pouzif fitovaciu techniku zaloZent na po-
lynéme vysSieho stupna. V pripade dostupnosti dal§ich kvalitnych
GNSS /nivelacnych bodov, ktoré neboli pouzité v tejto validécii, odpo-
riacame o ne rozsirit testovaciu mnozinu bodov a validiaciu zopakovat.
Vysledkom by mohol byt spolahlivejsi odhad strednej hodnoty ver-
tikdlneho posunu kvazigeoidu, prip. fitovania polynémom vysSieho
stupna.

Napriek tomu, ze GMSQ2019 ponika prinajmensom jeden z najp-
resnejsich modelov kvazigeoidu pre tzemie Slovenskej republiky, je po-
trebné mat na pamiiti jeho nedostatky. Tie pramenia, ako sa domnie-
vame, najméa z nizkej alebo priam nedostatocnej kvality predovsetkym
digitdlneho modelu terénu DMR3.5, ale ciastoc¢ne tiez terestrickej gra-
vimetrickej databazy. Priestor na zlepsenie, je vSsak nepochybne mozné
najst aj v pouzitych modelovacich technikéch, napr. v metéde RTM.
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6 Autorské podiely

Autori tymto prehlasuju, ze na vyvoji kvazigeoidu GMSQ2019 a na prip-
rave tejto technickej spravy sa podielali nasledovnymi podielmi.

e BlaZej Bucha Priprava rukopisu technickej spravy a diskusia k nej,
priprava metodiky vypoctu, vyskum a vyvoj pouzitého softvéru,
priprava vypoctovych skriptov, spracovanie vstupnych dat, vypocet
kvazigeoidu, validacia kvazigeoidu.

e Juraj Papco Priprava casti vstupnych dat, diskusia k rukopisu tech-
nickej spravy, administrativna ¢ast procesu.

e Juraj Jandk Diskusia k rukopisu technickej spravy.

Blazej Bucha Juraj Papco Juraj Janak
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